
Ãëàâà 1

Ìàòåì. îñíîâû

1.1 Îáîçíà÷åíèÿ èç ìàò. ëîãèêè

Ñëåäóþùèå ñèìâîëû ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü èñêëþ÷èòåëüíî â êà÷åñòâå çíà÷êîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñîêðàòèòü

çàïèñü è èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ âûðàæåíèé ðóññêîãî ÿçûêà âíóòðè ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóë.

∀ � "äëÿ ëþáîãî";

∃ � "ñóùåñòâóåò" (ñîîòâåòñòâåííî, 6 ∃ � "íå ñóùåñòâóåò");

Ā � "íå À";

∧ � ëîãè÷åñêîå "è" , íèêàêèõ îòëè÷èé îò ñîþçà "è" â ðóññêîì ÿçûêå íå èìååò;

∨ � ëîãè÷åñêîå "èëè" , ó÷òèòå, ÷òî îíî íå èñêëþ÷àþùåå!

⇒ � "ñëåäóåò";

⇔ � "ðàâíîñèëüíî".

1.2 Îáîçíà÷åíèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ

Ìíîæåñòâî - áàçîâîå ïîíÿòèå, îíî íå îïðåäåëÿåòñÿ, à ðàñêðûâàåòñÿ íà ïðèìåðàõ, ñèíîíèìàõ, äåìîíñòðàöèè

ñâîéñòâ.

Åñëè ìíîæåñòâî çàäàíî ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòîâ (ïóñòü ýòî áóäóò ÷èñëà 2, 3, 11), òî íåîáõîäèìî ñòðîãî

ñîáëþäàòü ñëåäóþùèé ñèíòàêñèñ: A = {2, 3, 11}.
∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî;

Ω � óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî;

A ⊂ B ⇔ {x | x ∈ A ⇒ x ∈ B} � âêëþ÷åíèå À â Â, À � ïîäìíîæåñòâî Â;

A ∩B ⇔ {x | x ∈ A ∧ x ∈ B} � ïåðåñå÷åíèå À è Â;

A ∪B ⇔ {x | x ∈ A ∨ x ∈ B} � îáúåäèíåíèå À è Â;

Ā ⇔ {x | x /∈ A} � äîïîëíåíèå ê À;

A \B ⇔ {x | x ∈ A ∧ x /∈ B} � ðàçíîñòü ìåæäó À è Â;

‖A‖ � ìåðà ìíîæåñòâà À. Ìåðà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðàâíà êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ.

1.3 Ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âåðîÿòíîñòè

Ñîáûòèå - áàçîâîå ïîíÿòèå, îíî íå îïðåäåëÿåòñÿ, ïîíèìàåì òàê: "íå÷òî ïðîèçîøëî" , íàïðèìåð, ñòðåëîê

ïîïàë â ìèøåíü. Ñîáûòèÿ:

à) ýëåìåíòàðíûå, êîòîðûå íåëüçÿ ðàçáèòü íà áîëåå ïðîñòûå, íàïðèìåð, "âûïàëî 1 î÷êî íà êóáèêå"

(îáîçíà÷èì A1 - 1 î÷êî, . . . , A6 - 6 î÷êîâ);
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á) ñîñòàâíûå, êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü íà áîëåå ïðîñòûå (è â êîíöå - íà ýëåìåíòàðíûå), íàïðèìåð, "âûïàëî

÷åòíîå ÷èñëî íà êóáèêå" (îáîçíà÷èì åãî ïðîñòî À, áåç èíäåêñà).

Î÷åâèäíî, A = {A2, A4, A6}, òàê, íàïðèìåð, A2 ∈ A, íî A3 /∈ A.
A2, A4, A6 � ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, áëàãîïðèÿòíûå ñîáûòèþ À,

A1, A3, A5 � íåáëàãîïðèÿòíûå.

Ñîáûòèÿ îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó Ω, åñëè õîòÿ áû îäíî èç íèõ äîëæíî ïðîèçîéòè.

Ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè íàñòóïëåíèå îäíîãî èç íèõ èñêëþ÷àåò íàñòóïëåíèÿ îñòàëü-

íûõ.

Ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíîâîçìîæíûìè, åñëè íè îäíî èç íèõ íå èìååò ïðåèìóùåñòâ ïåðåä äðóãèìè.

Ñëó÷àè èëè øàíñû � ýòî ñîáûòèÿ, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, ðàâíîâîçìîæíû è îá-

ðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó. Çàäà÷à, â êîòîðîé âîçíèêàþò ñëó÷àè, íàçûâàåòñÿ ñõåìà ñëó÷àåâ (àçàðòíûå èãðû,

ëîòåðåè è ò.ä.). Îáîçíà÷èì

‖A‖ = m, ‖Ω‖ = n. (1.1)

Â ñõåìå ñëó÷àåâ ÷èñëà m,n îçíà÷àþò êîëè÷åñòâî áëàãîïðèÿòíûõ ñëó÷àåâ è êîëè÷åñòâî âñåõ ñëó÷àåâ. Ñõåìà

ñëó÷àåâ ïîçâîëÿåò äàòü êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè:

P (A) =
m

n
. (1.2)

Â îïûòàõ, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ ñõåìå ñëó÷àåâ, âåðîÿòíîñòü ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà áîëåå îáùèì îáðàçîì

P (A) =
‖A‖
‖Ω‖

,

ãäå, îäíàêî, ìåðà ìíîæåñòâà óæå íå ñâîäèòñÿ ê ÷èñëó åãî ýëåìåíòîâ.

Ñóììîé ñîáûòèé A + B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç äàííûõ ñîáûòèé

ïðîèçîøëî.

Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé AB íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðîèçîøëè îáà ñîáûòèÿ, è òî, è

äðóãîå.

Ïðîòèâîïîëîæíûì ñîáûòèåì Ā íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñîáûòèå A íå ïðîèçîøëî.

Ïóñòü ‖A‖ = m1, ‖B‖ = m2, ‖AB‖ = m12. Òîãäà

P (A+B) =
‖A ∪B‖
‖Ω‖

=
m1 +m2 −m12

n
=
m1

n
+
m2

n
− m12

n
= P (A) + P (B)− P (AB). (1.3)

Ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè, åñëè íàñòóïëåíèå îäíîãî èç íèõ âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ

äðóãîãî è íåçàâèñèìûìè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé

P (AB) = P (A)P (B). (1.4)

1.4 Êîìáèíàòîðèêà

1. Ïåðåñòàíîâêîé íàçûâàåòñÿ ñïîñîá óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà. Êîëè÷åñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê

äëÿ n ýëåìåíòîâ

pn = n!, ãäå n! = 1 · 2 · 3 · ... · n (1.5)

� ôàêòîðèàë ÷èñëà n. Äîïîëíèòåëüíî ïîëàãàþò 0! = 1, 1! = 1.

2. Ñî÷åòàíèåì èç n ïî k íàçûâàåòñÿ âûáîð k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Êîëè÷åñòâî âñåõ ñî÷åòàíèé èç n ïî k

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
. (1.6)
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1.5 Ìàò. ñòàòèñòèêà

Èçìåðèìàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé (Ñ.Â.), åñëè îíè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè Ñ.Â. è èõ âåðîÿòíîñòÿìè

P (xi) = pi.

Åãî óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå òàáëèöû
X x1 ... xn

P p1 ... pn

Ïðèìåð: X � ÷èñëî ãåðáîâ, â ñóììå âûïàâøèõ íà äâóõ ìîíåòàõ. Ïðè ðàññìîòðåíèè ýòîãî ïðèìåðà ñëåäóåò

îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî âåðîÿòíîñòü 1 ìîæíî âû÷èñëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) P (1) = P (ÃÐ+ÐÃ) = 1
2 ·

1
2 + 1

2 ·
1
2 = 1

2 (çäåñü Ã - "ãåðá" , Ð - "ðåøêà");

2) P (1) + P (ÐÐ) + P (ÃÃ) = 1 ⇒ P (1) = 1
2 .

Âî âòîðîì ñïîñîáå ðàññóæäåíèé ïðèìåíåíî îñíîâíîå ñâîéñòâî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ∑
pi = 1. (1.7)

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå õàðàêòåðèñòèêè Ñ.Â.

M(X) =
∑
xipi � ìàòåìàòèåñêîå îæèäàíèå;

∆X = X −M(X) � îòêëîíåíèå;

D(X) = M
(
(∆X)2

)
=
∑

(xi −M(X))2pi � äèñïåðñèÿ;

σ =
√
D(X) � ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå (ÑÊÎ);

Mo(X) � ìîäà � çíà÷åíèå Ñ.Â. ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ.

Ïóñòü ïðîâåäåíà ñåðèÿ èç N èñïûòàíèé, â õîäå êîòîðûõ èçìåðåíû çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Åñëè ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (íåñòðîãîãî, ïîòîìó ÷òî íåêîòîðûå çíà-

÷åíèÿ ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ íåñêîëüêî ðàç, êàê, íàïðèìåð, ñ ìíîãîêðàòíûì áðîñàíèåì êóáèêà), òî ïîëó÷èòñÿ

âàðèàöèîííûé ðÿä

x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ ... ≤ xN .

Ìåäèàíà Me(X) � ñåðåäèíà âàðèàöèîííîãî ðÿäà.

Ïðèìåð: êëàññ ïîëó÷èë îöåíêè çà êîíòðîëüíóþ ðàáîòó: 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5.

Îòâåò: Me = 3, Mo = 4, M ≈ 3, 27.

ni � ÷àñòîòà çíà÷åíèÿ xi - êîëè÷åñòâî ïîâòîðîâ xi â âàðèàöèîííîì ðÿäå. Â ïðèìåðå âûøå: n(2) = n(3) =

3, n(4) = 4.

Ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò óäîáíî çàïèñàòü â âèäå òàáëèöû
X 2 3 4 5

n 3 3 4 1
,
∑
ni = N.

Ïîñìîòðåâ íà ñèòóàöèþ ãëàçàìè èíñïåêòîðà, óáåäèìñÿ, ÷òî åãî èíòåðåñóåò íå êîëè÷åñòâî, ñêàæåì, äâîåê,

à ïðîöåíò, äîëÿ.

wi = ni
N � îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà.

∑
wi = 1. Â ðåàëüíîñòè wi ≈ pi, ïðè÷åì ïðèáëèæåíèå òåì òî÷íåå,

÷åì áîëüøå ïðîâåäåíî îïûòîâ, è äàåò òî÷íîå ðàâåíñòâî â áåñêîíå÷íîì ïðåäåëå (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, ÇÁ×)

lim
N→∞

wi = pi. (1.8)

Äëÿ çíà÷èòåëüíîãî áîëüøèíñòâà Ñ.Â. èìåþò ìåñòî çàêîíîìåðíîñòè:

1) Mo ≈M , òî åñòü çíà÷åíèÿ âáëèçè ñðåäíåãî âñòðå÷àþòñÿ ÷àùå äðóãèõ;

2) áîëüøèå îòêëîíåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ ðåæå, ÷åì áîëüøå îòêëîíåíèå, òåìå ðåæå îíî âñòðå÷àåòñÿ;

3) ñèëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó Mo,Me è M ãîâîðèò î íàëè÷èè íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå èëè î

âìåøàòåëüñòâå ÷åëîâå÷åñêîãî ôàêòîðà.
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Ýòè çàêîíîìåðíîñòè íàõîäÿò èäåàëüíîå âûðàæåíèå â íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

(ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî èíòåðâàëó (x1, x2) äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ

"x1 ≤ X ≤ x2") íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ϕ(x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2 ( x−aσ )

2

,

Mo = Me = M = a, σ � ÑÊÎ. Èìååò ìåñòî "ïðàâèëî òðåõ ñèãì"

P (a− 3σ ≤ X ≤ a+ 3σ) ≈ 99, 97%.

Ãëàâåíñòâóþùàÿ ðîëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîçäàåòñÿ äåéñòâèåì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû

(ÖÏÒ):

Ñóììà áîëüøîãî ÷èñëà Ñ.Â. èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê íîðìàëüíîìó.
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